Egy ellipszis - feladat
Az [ 1] irast nézegetve esziinkbe jutott az alabbi feladat, mely *) folytatasa is lehet.

A feladat

Hatarozzuk meg, hogy az ellipszis egy P pontjat az F; és F, fokuszaival 6sszekotd sugarak
— a vezérsugarak — altal bezart ¢ szog mely esetekben lehet derékszog!

A megoldas

Ehhez tekintsiik az 1. abrat!
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1. abra

Koszinusztétellel:
2-c)=@@+2?*+@—2?%*-2-(a+2)-(a—2) cose . (1)
Most az e numerikus excentricitassal:
c=e-a. (2)
Majd az 1. abrardl Pitagorasz tételével, (2) - vel is:
b?2=a?—-c*=a*—-e*-a’=a*-(1—-e?) »b=a-V1—e?. (3)

A z mennyiséghez ismét Pitagorasz tételével:
y:=(a+2)*—-(c+x)?, (4/1)
y?=(a—2)*-(c—x)?. (4/2)



A (4) egyenletek kiilonbségét képezve, majd (2) - vel is:

y =y =(a+2)? - (c+ 0 = [a= 2 = (c — 7] -
0=[(a+2)?-(a-2)?]-[(c+x)*-(c—n)?] -
0=[a’+2a-z+z°—(@*—=2az+z9)]—-[c?+2-c-x+x>—=(c>?=2-c-x+x?)] -
0=4-az—4c'x 2 az=c'x - Zzi-x—>z(x)=e-x. (5)

Ezutén (1), (2)és(5) - tel:
(2-era)=(a+e-x)>+(a—e-x)>’—2-(a+e-x)-(a—e-x) cosp —
2-era)’=(@*+2-ea-x+e’-x*)+(a*—2-e-ax+e? x%)—
—2-(a+e-x)-(a—e-x)-cosp —

4-e2-q2=2-a*+2-e?>x*—2-(a*—e*-x*)-cosp —
2:e?-a’?=a*+e?-x*—(a’?—e?>-x%)-cosp —
(a> —e?-x?)-cosp=a’-(1—-2-e*)+e?-x* -

a’-(1-2-e?)+e?-x?

cos @ = 72 ) (6)
2,(1_2, 2)_|_ 2, .2
(p(x)=arccos[a az_;_xze x]. (7)
Most (6 ) - bol:
° a?-(1-2-e2)+e?-xy? 2 2 2
cos(p =90°) =0 = - a*-(1-2 ) + e 0°=0 -

aZ —e2 - x,2

(2-e2-1)a? 1 1
xozz%zaz-(Z—?)—>x0=i/2—§-a. (8)

Minthogy itt a négyzetgyék jele alatt csak nemnegativ szam allhat, igy ( 8 ) - bol:

1
2—;>0—>2>e——>e> —e> 25 - (9)

Tovébbé az ellipszis kanonikus egyenletével:
2

xz —

Majd a feltételiinknek megfeleld ellipszisek excentricitasaira (9 ) és ( 10 ) - zel:

1
\/__e<1 (11)

Kitlizott feladatunk megoldéasat a ( 8 ) és ( 11 ) képletek adjak.



A képletek alkalmazasat / az eljarasmodot egy szampéldan mutatjuk be.

SZAMPELDA

Adott:
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a—SCm,ﬁ<e—ﬁ<ﬁ—1. (A)

Keresett: x; .
1. Megoldas

A megoldasok ( 8 ) és ( A) szerint:

Xo=%|2-—=-a=+|2—-% - 5cm=43,9086798 cm , tehat:
e? 1,22

Xo = +3,909 cm . (a)

Az (a) eredmény kettds eldjelének megfelelden az ellipszisen 4 darab olyan Pgy. pont van,
melyekhez vezetd sugarak derékszoget zarnak be egymassal.

2. Megoldas

Most (7 ) és (A ) - val:

1,22\ 122
_ az-(1—2-e2)+ez-x2 . 52-(1—2-T)+T-x
p(x) = arccos[ ~ 7.2 ] = arccos[ —I'Tzz-xz ) (b)
majd keressiik a ( b ) fliggvénynek a ¢ = 90° egyenessel adodd metszéspontjait.
A grafikus megoldas elso felét a 2. abra mutatja.
Az abra bal als6 sarkabol leolvashatéan:
xo = 3,9086798 cm , (c)

egyezésben (a) - val. A 2. megoldas az 1. megoldas tiikorképe az y tengelyre.

..........................

A két megoldasi mod kozti valasztas izlés dolga.
Javasoljuk, hogy mindig tobbféleképpen oldjuk meg feladatainkat, hacsak lehetséges ez.
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2. abra

M1. Az [ 1]- b6l kdlesonzott z - vel valé munka itt is sikeresen alakult.

M2. A (7) képlet mar 6nmagaban is hasznos lehet, mert a és e ismeretében megadja a P
ellipszis - ponthoz vezetd sugarak kdzbezart szogét a P pont X koordinatajanak fiiggvé -
nyében.

M3. Az 1. abran a pirossal berajzolt sugarak zarjak be a derékszdget, a szampélda adatai -
nak megfelelden.

M4. Az 1. abra megoldas - pontjai egymas tiikorképei az y -, illetve az x tengelyre, ezért
csak egyet rajzoltunk meg ezek koziil.

M5. A z mennyiség bevezetését €s fenti alkalmazasat az teszi lehetdveé, hogy az ellipszis
mértani - helyes definicidja szerint — ahol ry és r, a vezérsugarak, tovabba a = konst. — :
n+nrn=>@+z2)+(@a—-2)=2-a. (12)

Most (5) - tel is:



nx)=a+zx)=a+ex, n(x)=a—z(x)=a—e-x. (13)

Az 1. dbra piros vonalaihoz tartoz6 z* érték:

z*=e-x0=%- /2—% - 5cm = 3,3166 cm , azaz:

z*=3,3166 cm . (d)
Ezzel:

rn*=a+z"=(5+3,3166) cm = 8,3166 cm , (el)
rn"=a—z"=(5-3,3166) cm = 1,6834 cm . (e2)
EllenOrzés:

(0 + () = @0 = @ e a)? = (20455) (em®) = 1 em?) = 72 (e 5
(r)? + (%)% = [(8,3166)? + (1,6834)?](cm?) = 71,9997(cm?) = 72 (cm?) ,

tehat ;0.

M6. Feladatunkat igy is megfogalmazhatjuk:
Meghatarozandok az ellipszis azon pontjai, melyekbdl a két fokuszt 6sszekotd szakasz
derekszogben latszik.

M7. Feladatunk egy tovabbi valtozata lehet az alabbi.

Igazoljuk, hogy egy ellipszisnek lehetnek olyan pontjai, melyekbdl a fokuszokat 6sszekotd
szakasz derékszogben latszik!

A 1étezés igazolésat és annak feltételét egyarant a ( 11 ) relacid adja meg.

Némiképpen meglepd lehet ezen e - tartomany viszonylag kis szélessége.

MB8. Itt nem gondolunk a Pitagorasz tételhez val6 hasonldsagra, mert ott a gérbe egy pont -
jabol — ami nem a koratmeérd valamelyik végpontja — az egész atmérd — tehat a gorbe két,
egymastol legtdvolabb elhelyezkedd pontja — latszik derékszogben. Itt a derékszogben lat -
sz6 szakasz F; , F, végpontjai nem is a gorbe pontjai.

M9. Az 1. és a 2. abrardl is leolvashato, hogy a ¢ szog legnagyobb értékét X = 0 - nal veszi
fel. Ennek nagysaga (7 ) - bol:
Omax = @(x =0) = arccos(1 -2 - e?) . (14)

Most ( A ) és ( 14) szerint az 1. abra esetében: @max = 116,1°. (f)



Hasonléan konnyt belatni ( 7)) - bol, hogy:
Omin = @(x = ta) = arccos(1) = 0° . (15)

M10. A keresett pont yo koordinatajat az ellipszis kanonikus egyenletébdl kaphatjuk meg,
(3)és(8)-calis:

xo? | yo® xo” - (2-3)| _
S t+r=1- y02=b2-(1—alz)=a2 - (1 - ez)-ll—a—2 =
1 1

=a? - (1-e)-[1-(2-5)|=? - A - D) (5-1) =

1-e? a®
=a’ - (1-e)—==5(1-e") -
Yo=1=(1—¢?) . (16)
A szampélda adataival:
Yo = +1,649915823 cm . (9)

M11. Ugymond szerkesztéses megoldast mutat az eredeti feladatra a 3. abra, ahol Thalész
tételét alkalmaztuk. Itt egyiitt latjuk mind a négy megoldast.

ast 3. abra



Ugy tiinik, hogy ez a legegyszeriibb megoldas; féleg akkor, ha beérjiik a hagyomanyos,
azaz nem szamitdgépi szerkesztéssel elérhetd pontossaggal.

Megemlitjiik, hogy az ellipszis és a Thalész - kor metszéspontjainak szamitasa is ( 8 ) s
(16 ) - ra vezet. Javasoljuk, hogy az érdekl6d6 Olvasod végezze el ezt a szamitast is!

M12. Természetesen a latokords — akkor mar nem Thalész - kords — megoldas nem csak
derékszog esetében alkalmazhatd. Az ennek megfeleld szadmitasos megoldas ismét ( 6 ) -
bol indulna, azt X, - ra megoldva. Az eredmény:

e2_(1—
xo:i%.\/Ze (1—cos ¢) . (17)

1+cos ¢

A (17 ) eredmény ¢ = 90° esetén atmegy ( 8 ) - ba.
A (117) szerinti X, - hoz tartozé Yo koordinatak ismét az ellipszis kanonikus egyenletébdl
adodnak.

M13. Idénként eltértiink az eredeti feladattol, az altalanosabb eset felé. igy megy ez.
Meglepddtiink azon, hogy az eldallo képletek / szamitasok viszonylag egyszeriinek adod -
tak. Gyanitjuk, hogy ez a z - mennyiség bevezetésének is koszonhetd. Lehet, hogy a mult -
ban mar 6sszefutottunk — legalabb egyszer — , de oriiltiink, amikor [ 1 ] - ben jra talalkoz -
tunk vele, nem is olyan régen.

M14. Erdemes gyakorolni az alabbi elnevezéseket, mert viszonylag ritkan keriilnek eld:
~ C: linearis excentricitas;
~ e = ¢/ a: numerikus excentricitas.

M15. A 3. dbra kapcsan emlitettiik a szerkesztéssel elérhetd pontossagot. Errél mar tobb
helyen leirtuk, hogy — véleményiink szerint — egy adott személy a kiilonb6z0, korzével €s
vonalzdval végzett szerkesztések soran kb. ugyanolyan pontossaggal, ill. pontatlansaggal
dolgozik. Ezt a legegyszerlibb szakaszhosszban szeml¢ltetni. Van, akinél ez pl. 0,1 mm;
van, akinél 1 mm, ugyanazon — kicsit dsszetettebb — esetben. Most képzeljiik el, hogy a
szerkesztést két, kiilonbozd méretaranyti / 1€ptékii rajzon, pl. térképen kell végezni! Ha a
térkép méretaranya M = 1:1000, akkor 1 mm rajzi hiba az eredmény valodi hosszaban
1000 mm = 1 m. Ha a térkép méretaranya M = 1:10000, akkor a vonalas hiba 10000 mm,
vagyis 10 m. Ez pl. telek - vagy orszaghatarok kijel6lésénél egyaltalan nem mindegy.

E kis példa alapjan is belathato, hogy tligyelni kell, mikor alkalmazhatjuk a szokasos szer -
kesztést és leolvasast, mikor nem. Jobb a helyzet a szamitogéppel készitett rajzoknal, de
ott is van vonalvastagsag, vagyis van a leolvasasnak egy kisebb bizonytalansaga. Ezért a



szamitogéppel készitett rajzrdl a géppel ,,o0lvasatjuk le”” a méreteket, ahol ez lehetséges.
Az altalunk alkalmazott Graph szoftver is lehetévé teszi ezt, bar nem minden esetben.

M16. Azt gondoljuk, hogy a fentiek akar kozépiskolasok szdmadra is hasznosak lehetnek.
Az [ 1] iras tanulményozésa tobbeknél csak évek mulva — egyetemi tanulmanyaik soran —
lesz esedékes. Kar lenne kihagyni. Mar csak azért is, mert megvilagosité élmény lehet
¢rettebb gondolkodassal ujra atvenni a kozépiskolai tananyag egyes részeit, figyelve a
tovabbhaladas modjara is.

*) Ajanlott olvasmdny:

https://galgoczi.net/anyagok/Ujra%20az%?20ellipszis%20eqyenleteirol.pdf

Forras:

[ 1] - http://www.astronomie-und-
internet.de/docs/eigeneDokumente/HimmelsmechanikSS2005.pdf

Osszeallitotta: Galgéczi Gyula
ny. mérnoktanar
Szddliget, 2022. 09. 05.
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